8.4 각운동량 덧셈 (4001100 01 40841 140706013) 


이 절 에 서는 각 운 동 량 의 덧 셈 에 대해 생 각 해 보자. 원자 내의 전 자 는 궤도 각 운 동 량 과 스핀 
6 량 을 가질 수 있다. 이 경우 이 전 자 가 갖는 전 

동 량 을 합한 것이 될 지이다 마찬가지로 두 개의 전 자 로 이루어진 
처 


으 
생 각 하면 이 계 의 전체 각 운 동 량 은 각 전 자 의 각 운 동 량 을 합한 것이 될 것이다. 이 
. 으 


조소 


서로 가 환 이다. 
162 = 060, [9 2] 0606 2: /, | ： 
잡 그로 위 의 괜 파 져 막 - 직 은 성 분 으로 쓰면 124... | ㅋ = 0 (0. 1.2.01 (이다, 이는 


고가 

두 각 운 동 량 이 서로 영 향 을 주지 않고, 공 통 의 고 유 상 태 를 가질 수 있 음 을 뜻 한 다. 이제 공 

통 의 고 유 상 태 를 기 술 하는 가 환 연 산자 집 합 (60201001616 56 01 001000141108 020601731078) 을 생 
- 

각 해보자. 이를 위해서 먼저 0 "를 개별 각운동량 연 산 자 들 로 표 현 하 여 보면 다 음 과 같다. 





73=(4+/,)2=70+7.3+00, ㆍ 2, 
그런데 이 0 시은 주 0 여서 3... 
이므로 3(/, * ㆍ 2, )=9(.4.+,0+.2)0=2144-+ ㅜ 41 +24.4. 이 되어 
우 리 는 전체 각운동량 연 산 자 를 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 
272=243+220+4.4.+44.+2.. 4 
시 1424.01 =0.14324.1=0.12100.1=0 을 겨 8 히 먼 
[27 231=0,[23231=0 과 [2.,24.31= 0, [2., 431= 0 이 성 립 함 을 곧 알 수 
있다. 그런데 [4 ”,/..]= 0, [2 ”, 2, .] = 0 이므로 주어진 세 개의 가 환 연산자 집합 
^ 시. 121. 2, { 2”, 4. } 로부터 다음 두 개의 가 환 연산자 집 합 을 생각할 수 
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므로 = 이제 어떤 가 환 연 산자 집 합 을 쓰 느 냐 에 따라 두 가지 방 식 으로 전처 
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| 
이제 이 두 가지 각운동량 고 유 상태 표 현 이 서로 어떻게 연 관 되어 있는지 살 펴 보 도록 하자. 
들 성 


(개 다 고조 
통상 그렇듯이 각 각 의 각운동량 표 현 에서 고 유 상 태 들의 완 전 성 (6020201616 ㅁ 688) 을 가정 이 련 
우 리 는 다 음 과 같이 쓸 수 있다 
101.209:02102162 > = 17122120> < 71701272121701721022 > 
27 
% 
17102010 > = >) 171 72171 > 7120 1010012122 17 0 > 
772 7725 
위에서 전체 각운동량 상 태 를 개별 각운동량 상 태 로 변 환 할 때 나타나는 전 개 계 수 들 


< 7120 :07210.1210212 772 > 를 0 | 수 들 (016608010- ㄱ (07080 00611101601[9) 이라 
고 한다. 여기서 772 과 1711, '726 사 이 의 관 계 는 쉽게 알 수 있는데, 이를 위해 처음 식 의 양 
변 에 전체 각 운 동 량 의 ㅎ 성분 연산자 ./。 를 적 용 하여 보자. 먼저 우 변 에 서 특정한 772 값 을 
는 상 태 에 ,/, 를 적 용 하면 다 음 을 얻는다. 

다 음 으로 좌 변 에 . = + ,/,。 를 적 용 하면 다 음 과 같이 된다. 

6. +.)1712210 > = 이 .9 27 10101 > 69 12202 > + ㅜ 769026.101021 > 91720 > 


2 닌 


분 


1712210772 > = 77|12100:2 77 > 


= 21121 > 01 72172 ㄱ ㅜㅠ 7207121121 > 001207712 > = 0 171001:277> 
여기서 7 는 단 위 연 산 자 (10600 00073101) 를 표 시 하 며 , 단 위 연 산 자 는 주어진 상 태 를 변화 


시키지 않는다. 이는 숫자 1 을 어떤 수 에 곱 하 거나 단 위 행 렬 을 어떤 행 렬 에 ' 곱 해도 아무런 
변 화 가 없는 것과 같다. 또한 개별 성 분 들의 합 을 텐서 곱 의 합 으로 표현한 것은 .,, 는 상 
태 1 즉 |71021 > 에만, /,, 는 상태 3 즉 |76076 > 에만 작 용 한다는 점 을 강 조 하기 위해 
서 이다. 이는 곧 ,。, ,. 가 서로 가 환 임을 의 미 한다. 위 결 과 에서 좌 변 의 771, 77, 는 주어 
진 어떤 상 수 이 므로 우 변 의 772 값 도 고 정 되게 되고 항상 7171 = 7771 +777, 를 만 족 한 다 
그러므로 위 식 들은 다 음 과 같이 다시 써야 한다. 
11020 = 2) |127.22102 ㅋ < 71221070121221001060 > 
아 =210) 
또는 
127.2200028> = 2 [22071 712.1047226.10 > 
= 
이제 전체 각운동량 연산자 ,/ ” 의 양 자 수 에 대해서 알 아 보 도록 하자. 앞 절 에서 우 리 는 


각각 771, /; 의 최 대 값 에 해 당 함 을 보았다. 마찬가지로 모 


4 } 
든 7 는 역시 각 각 의 경 우 에 '72 이 가질 수 있는 최 대 값 에 해 당 한다. 그러므로 772 이 가질 


수 있는 최 대 값 은 곧 의 최 대 값 이 된다. 이 로 부터 우 리 는 7, 141 7 "0266 의 
관 계 에서 ) 가 가질 수 있는 최 대 값 은 71+7, 임 을 알 수 있다. 즉 , 7..,= 71 +; 이다, 
에기 9 수 있는 최 소 값 을 알기 위하여 다 음 을 생 각 하여 보도록 하자. 먼저 주어진 

ㅣ 가능한 상 태 의 개 수 는 (27, +1)(076 +1) 이므로 7 의 최 대 값 으로 


부터 / 의 최 소 값 까지 각 양 자 수 / 를 갖는 존재 가능한 상 태 의 개 수 의 합 은 이 값 과 같아 
야 한다. 즉 , 다 음 의 관 계 가 만 족 되어야 한다 
00 
(000.61)20.20 ㅋ 8 >, 1271 
47 2010 


이를 만 족 하는 ) 의 최 소 갖 이 ) ㅠ =|71 ㅜ /』| 입은 다 음 과 같이 볼 수 있다. 간단히 하기 


도 
11 = 76 임을 가 정 하자. 그러면 7. = 1; 76 로 주 어 지 므로 위 식 의 우 변 의 


위하여 7, 합 은 
다 음 과 같이 쓸 수 있다 

27, 272 

>){2(07.-7.+72)0+ 타 = (27, -270.+1)(27,+ 1)+ >) 22 

/”=0 712=0 


= (27, -27.+1)(27,+1)+27.(27.+ 1) 


= (271+1)(27.+ 1) 


빠 


그러므로 개별 각운동량 양 자 수 7,, 7; 로부터 전체 각운동량 양 자 수 / 가 가질 수 있는 
주 


2217.20: 0 0 21201 1 121 291 


이제 이러한 지 석 을 바 탕 으로 몇몇 간단한 경 우 에 클 렘 시 - 고 단 계 수 들 을 구 해 보도록 

하겠다. 가장 간단한 경 우 는 궤도 각 운 동 량 을 갖지 않고 스핀 각 운 동 량 만을 갖는 두 개의 
1 

전 자 들 로 이루어진 계 를 생 각 하여 보자. 이 경우, 전 자 의 스 핀 은 - 이므로 위 의 결 과 에 의 








6. =. + 66, 로 표 기 하고, 각 각 의 양 자 수 는 (102) 대신 (6,171) 을 사 용 하겠다. 여기서 
8=-1 인 경 우 는 7)1= 1,0, ㅡ 1 의 세 값 을 가 지 므 로 이를 스핀 삼 중 항 (\\10161) 이 라고 하고, 
6 ㅎ =0 인 경 우 는 /7= 0 만 가 능 하 므 로 이를 스핀 단 일 항 (6109160 이 라고 한다. 이는 계 전 
체 의 스 핀 을 표 현 하므로 앞 의 분 석 에 따라 우 리 는 이를 개별 전 자 들의 스핀 상 태 로 표 시 할 
수 있다 
8021820>5 = 군 |18 하 00 에 수이 00619.80)2 은 
772, 77265 
07, 776 = 772 
이는 삼 중 항의 경 우 는 
11 극 1 1 11 
= 00 = 그 그; 7721 7726 > < 그 그; 721772.41 = 그 6 = 1, 777 > 
) ^ 20902 (은 973 이어 ： 
7 아 
(0721 726 = 72) 
스이 는 1 모 늦 하 므 =] 일 로 노고 
로 쓸 수 있는데 7701; 7706 2: 0 고 가 응 하 므로 ))=1 일 매는 011 = =- 가 되 
어야 하고, 77 = ㅡ 1 일 때는 71771 = 71772 = ㅡ ㅜ ㄱ 가 되어야 한다. 77=0 일 때는 1721, 7726 
- 있 가 1 1 
의 부 호 가 반 대 일 경 우 만 가 능 하 므로 7721 58“ 8 과 7721 01“ 0 가 


1 
되어야 한다. 여기서 74, =702 = … 인 경 우 는 두 전 자 의 스 핀 이 모두 +8 방 향 을 향 하 므 





1 
로. 우 리 는 | | 로: 코 지 하 고 001 = 0066. ^ 등 의 청 루 는 두 전 자 의 즈 핀 이 모두 
보스 : 1 1 
ㅡ 2 방 향 을 향 하 므로 |} > 로 표 시 하겠다. 마찬가지로 71 = 그, 172 = - 긍 의 경우 
= 1 1 5 으으 
는] | > 로 = 6808- 중 저 경 우 는 | ＊ > 로 표 시 하 겠다 
그러므로 삼 중 항의 경우 /11=1 과 777= - ㅡ 1 인 상 태 는 다 음 과 같이 표 시 할 수 있다 
1 1 1 1 1 
나아 1701 = 두 글 ; = > 
0 으으 아아 수 시 기 
11 1 1 1 1 
두 = 교구 = =] 고 으아 = = > = > 
0 이 금 극 1 이 】〉 11 
그러나 71=0 인 경 우 는 | } > 와 |} ? > 의 두 상 태 가 모두 가 능 하 므로 전 개 계 
6 다 음 과 같이 쓸 수 있 


-;89=1,.021=0> = 01] >+-0|1] 7; > 


이때 전 개 계수 0,0 가 우 리 가 앞에서 언 금 한 클 랩 시 - 고 단 계 수 들이다. 이제 이 계 
하는 방 법 을 생각해 보자. 1 절 에서 우 리 는 올 림 과 내 림 연 산 자 가 다 음 과 같이 작용 


보았다. 








02 -82120+1)- ㅡ 12001) 9,11- 
내 림 연 산자 ,// 를 우 리 의 경 우 에 적 용 하면 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 
1 1 
6 | 0 16=1.02=1> =(9 + )17 ^ > 
1 1. 6 14 1 3 이 으 으 
여기서 1 > 18 0^ 의 6, 66 는 항상 > 로 고 정 되어 있으므로 위에서 우 
리 는 간 편 함 을 위하여 9, 66 를 생 략 하였으며, 앞으로도 그렇게 표 시 하겠다 
더 1 그 1 1 태 
한편 |; > = 글 오이 나 000 우구 이고, 내 림 연산자 공 식 에 서 
1 1 1 1 빼 








- ㅇ 6 


익 [7 7 > =7| | 7?” > 이 되고 마찬가지로 6 | > = |? > 이 되므로 
리 는 다 음 의 관 계 식 을 얻는다. 


811?>=8(1][ ^ >? | 














그런데 내 림 연산자 공 식 을 다시 전체 각 운 

11 11 
9 :=1.02=1> =1\27|=-1;16=1,.1072=0> 을 얻게 되어 

2 9 2 2 

11 
1; ==8011 7511 | 3) = 벼 티 글 급 10=, ㅠ =0 ㅋ 이 된다. 
즉 [ 극 이스즈 ! ( |]? >+ ㄴ |? >) 이 된다 
2. 2 

그러므로 이 경우 클 렘 시 - 고 단 계수 0,0 는 0=6=- 능 로 주어진다 

단 일 항의 경 우 는 ㅎ =0, 177= 0 의 값 을 가 지 므 로 삼 중 항 에서 71= 0 의 경 우 와 마찬 
가 지 로 771, 7776 의 부 호 가 반 대 가 되어야 한다. 즉 , |? } > 와 |} ? > 의 두 상 태 가 가 
능하다. 그러므로 전 개 계수 6,0 를 써서 삼 중 항의 경 우 처럼 다 음 과 같이 표현할 수 있 


;9=0.02=0> = 617? ][>+0|1][?> 


그런데 단 일 항 과 삼 중 항의 상 태 들은 서로 독 립 적 이므로 내 적 하면 영이 되어야 한다. 즉 , 








< 긍 구 16=010=0 : 219 =11=0> = 0 이 만 족 되어야 한다. 그런데 
조이 (후 = (2=18 (40 181 110 | >==0 
베게 ~ 츠 , 


은 다 음 과 같이 쓸 수 있 
1 1 1 
이제 이 단 일 항 상 태 의 양 자 수가 실제 ㅎ =0 에 해 당 하는지 살 펴 보 기로 하겠다. 
앞에서 얻은 2? =. 7+2.14_+ ㅜ 4401 +2 4, 을 이 경 우 에 적 용 하면 다음 
과 같이 쓸 수 있다 
80119 40610 8 
이제 이 연 산 자 를 단 일 항 상태 | 긍 그 16=0.0=0> 에 적 용 하면 다 음 이 된다. 


- ㅡ > 


6 0.,777=0> 





11. 
3000 
1 (2 

아다 (42428 45911 그도 


-- 능 |# 휘 1 | > + 쏘 이 1] > -@ 극 11 | >+ 리 1 1 > 
기 기 아기 기 


이 되어 ㅎ =0 임을 보여준다. 참 고 로 위에서 우 리 는 다음 관 계 를 사 용 하였다. 


에 11061 180 에, 
68069” 


3 곰 3 
2665811 | = > 17 +} > , 26666161 1 = 11 7 >, 
15611 | > =0 , 


8181} 1 > 그게 4 은 


81801 | =, 
해수 그새 기 > 


두 가 지 라는 


우 에 서 와 같이 이 두 
( 


위하여 (22; 20) = 


^: 











다. 여기서 6= 긍 , ,= 긍 의 값 들 만 가 집 을 기 억 하자 
이제 합 해 진 각운동량 상 태 는 다 음 과 같이 표 시 하고, 
1 . ' 0 
= 2 기 0042 으 2 21 5; 217 > 216 10101 22 5 그 2 0 
0, =, +) 
1 
0 =70+ 승 인 경 우 를 생 각 하자. 클 랩 시 - 고 단 계 수 들을 다 음 과 같이 0, 0 로 표 시 하고 
37 주 1 
시 그 10006 으 ㅠㅜ ;2 72, =72 ㅜ 긍 >=0 , 
1 1 
<71,6 21002 1027 1676 30 즈 10] 】 
1 0 
이때 21 과 76 오즈 변하지 않으므로 생 략 하여 |7, 79;721116 > = | 721, 7162 > 
과 |101081077> = 10,17> 등 으로 표 시 하면 위에서 주어진 식은 다 음 과 같이 쓸 수 있 
리 
: 1 1 1 
2. =772 ㅜ 그 > = 060 시 오이 +0 때 으으 으으으 


2 
여기서 개별 각 운 동 량 으로 
(66 ㆍ 》×- ) 로 표 
1 


1 , 
26102 = 706= > = 101. 72>80×, 





2716 





1 1 
00 주 그 060 00006 08 = 01.102+1>0× ㆍ 





이제 /?= (24, +)” = ?+5?+0 27 ＊ 6 의 관 계 를 전체 각운동량 상 태 에 적용 





해 보자. 
그 1 
80 노즈 
7 000 00065 
=(4"”+9"+2.4* ㆍ 69) 0 00 ~ 


=" 0/.9+/.0+0 8010 1..28 0 가 01012} 


여기서 2 1121.22 > = 71001+1)2 이 1271.22 > , 이. 1271.02 > =7272121.01 > 그리고 


기 고 217022 > = 1/2101+1)-712074621) 2121.0221> , 992= 02, 6201 = 0 


의 계 를 사 용 하고, 


[ 부 


1 그 3 
이 아오 미 은 애 1 06 어 90 이 저 
의 결 과 를 얻는다. 
(1 0192.94 00 7428.0110 ^ 
1 어 , 3 10, 
때 01017 702 80 즈 2^^ 1201.12 > 60%」 
기 +1)-1202+1)2"“121.02+71> 8 - 


마찬가지로, 


(4?+6+224.9.+4.+4_9.) 비 .01> 60 


3 1 
=] 01+10+ 꽂 +2×00+10×(- 곡 )}1010+1> 8 
+ \/7101+1)-00+1)772”" 1271.02 > 0 
를 얻는다. 
_ 1 
한편, 2 ^” 706 =+ 긍 > =7(0-+1)8? 0 그 








만 족 하므로 우 리 는 다 음 의 관 계 식 을 얻는다. 


그 


관계 


0! 


2071) 0 01.27> 8 + 00.+1> 8} 


즈 120.+0++ 까 아 12101 +1)-712(07+1) 3 2 01. 22> 8 
+ |120.+10+ 긋 -+ 피 } 배 7101+10-00071) 이 쓰 010+1> 6% 


여기서 1, 77 > 0, 과 11107 +1> 00 %_ 은 서로 독 립 이므로 다음 관 계 가 성 림 해야 
한다. 


10+10=10.01+10+ 꾸 + 짜 + 7100.+1)-1200+1) 6 , 


10+106=10.01+10+ 꽂 -0- 느 + 101+1)-71700707+1) 0 


4 
정 리 하면, 


100+10- 7 0 가 1)=- 므 - 짜 0 = 1271 (0, 11= 0100+1) 02 , 


8 7 강 웅 83 ~ 
000. 71001 그 1)-172007+1 
이 되는데 두 식 을 곱 해주면 다 음 의 관 계 를 얻는 


100+10-/.0.+0- 국 - 짜 지 70+140-4.01+10- 





0 


4 
그런데 71(001+1)- ㅡ 12077 +1) = (71 -771)(21 + 777 + 1) 으 로 


3 
하 지 려 뷔 09400 010 = 욱이. 을 레 = = 이 이 치 바 채 다 








가 = : 의 관 계 를 만 족 하여야 한다. 그런데 규격화 조건식 
02 21 7 
지 1 1 2 았 _ ㅋ 
2000 2206 77 >> =1 에서 |0|^+|/30|^=1 을 만 족 하여야 하 므 
로 우 리 는 클 렘 시 1 계 수 로 71777 6 21 2 노 여 는 다 
글 내 @ ; , ~ 들 은 
6 봉제 시 2 이 27,+1 27,+1 





: 고 오베이 217 77+1 「 이 0, 21 7 「 168 
= 그, 74070 그 거우 시이 , 772 ; 770 로 


: - -  @ 21 7” 전 
-(71+71+1)0= (01 -72)(01+71+1) 6 , 3 가 이 되는데 


이 관 계 를 만 족 하 는 @ 와 6 의 상대적인 부 호 는 결 정 되지 않는데, 통상 상대적 부 호 는 다음 











의 클 렘 시 - 고 단 계수 < 7721.172912772> =<271,2-27112,.2 > 가 양 수 가 되게 정한다. 
1 1 
이 관 례 에 따르면 6=< 깨 = - 극 |. =+ 극 > 가 / 를 통 하 


이 < 060 7117. > 과 연 결 되므로 가 양 의 부 호 를 가져야 한다, 그러므로 @ 와 0 는 


밤 삐 기 키 게리 이 이 으으 은 
24171 241+1 
도 0 2 17 > 0※×, + 도 이 시 2 2772 +1> 8 
= , 772. 2 772 = 』 ㆍ 772 은 772 ~" 
/ 271 0 90 271+1 21 + 24,+1 21 × 























위 의 결 과 를 1 = 극 의 경 우 에 적 용 하 면 우 리 는 앞서 얻은 스 핀 긍 더하기 스 핀 긍 에서 
72,= 0 인 경 우 에 삼 중 항 과 단 일 항 의 결 합 계 수 들을 얻을 수 있다. 먼저 삼 중 항의 경우 
8 =+ 긍 =0 이 되려면 = - 긍 이 되어야 하므로 
21772 1 71” 
2000 이 라세 른 24.+ 1 01; 22> 8× ㅜ 24. 1 12271 > 8 ※× 














! + 0 이시 뼈 0 
; = > = ： , > : 11: - 댄 
/ 271 0 7706 772 0 271+1 21 772 69 %+ 2241+1 271 772 69 ※× 
1 1 이 고 (1 = 
에 00 그 를 대 입 하면 다 음 의 결 과 를 얻는다 
1 1 
0=0.04,=0 > = - > 1-9262+ 7 2 71+92- - 117 
이는 우 리 가 앞에서 얻은 단 일 항의 표 현 과 같다 
1 1 1 
이그 해오 = 00 ~ 타기 
각 움 동 랑 101" 궤 도 각 운 동 량 인 영우 1) = 00 고 조 조 으 어 지 든 로 우 리 는 다음 관 
계 식 을 얻는다 





1 1 1 7301 177 
카오 02000 시게 00, 그 1 
21” 2 시 버 - 1 0 1 오 92+1 가 2)+1 ㆍ 수 

1 . 1 1 / ㅡ 772 1777 + 1 +1 
(그 20 으 20 다 즈이 =, 제이 다시 | 

21” 00 바 01 6 이 구 1 ^ 2)+1 ㅠㅠ: 수 
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동일한 방 법 으로 712,= …- 궁 인 경 우 에도 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 구할 수 있는데 그 결 
과 는 다 음 과 같다 
1 1 2170 21 70271 
1 = + 구 0 =07- ㅋ > ㅋ = 시 그 0012 + 
『 비오 이비 시 > 00" 따다 2000 
1 1 21 70271 217 
[ 시 결제 1 호 이 가게 0108 나 27,+1 


한번 적 용 하 여 서 도 얻 어 지 고, 또는 앞에서 얻은 두 식 에 단순히 71 대신 71 ㅡ 1 을 대 입 하 
여 서 도 얻을 수 었는데, 이는 여기서 7 값 이 정해진 어떤 값 이 아닌 그 절 대 값 이 ) 보다 
크지 않은 범 주 에 있는 모든 임 의 의 77 값 이면 되기 때 문 이 다. 


* 일반적인 경 우 에 있어서 클 랩 시 - 고 단 계 수 들의 계산 ㅋ 
위에서 우 리 는 7, > 중에서 하 나 가 1/ 인 경 우 의 각운동량 덧 셈 에 대해 알 아 보 았다. 두 
양 자 수 가 포우 172 브 다 른 경 우 는 위에서 구한 방 법 을 적 응 하 기 - 어 려 우 트 로 일반적인 
계 산 법 을 강 구 하여야 한다. 우 리 는 이제 이와 같은 일반적인 경 우 의 각운동량 덧 셈 의 경우 
에 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 구하는 방 법 에 대해 살 펴 보 기로 하겠다. 
먼저 주목할 점 은 특정한 경 우 의 클 렘 시 - 고 단 계 수 들은 상대적인 부 호 에 대한 적절한 규칙 
을 주면 미리 알 수 있다는 것이다. 
예컨대, 클 렘 시 - 고 단 계수 < 11201 4,> 가 < ㄴ 141 =211026=2 2112.02 = 27> 인 


"0 

경 우 는 앞에서 정한 규 칙 에 따라 그 부 호 가 양 이 되어야 하고, 특히 7= 71 ㅜ 26 인 경 우 는 
이 1 이 되어야 한다. 즉 <177 21708 22012 217 20700 = 217 20> =1 이 
이는 |710010-217 72170 21726 > =- 1017041-21 > @ 12070 -72> 의 
관 계 와 |71,1241 -21 > @ 17077 272 > = |71701 042 - 2717.72 = 70 > 의 관 계 에 클 
렘 시 - 고 단 계 수 의 정 의 를 사 용 하면 바로 알 수 있다. 그러나 7 갖 이 7 < 71+27> 인 경우 
에는 이처럼 바로 알 수가 없다. 하지만 7 < )1 ㅜ 26 인 경 우 의 클 랩 시 - 고 단 계 수 들 도 다 
같은 방 법 으로 구할 수 있다. 

림 연산자 /.=2 ㅅ ,_+./,_ 를 |7=27... = 71 ㅜ 20; 227. > 상 태 와 이의 개별 
표 현 에 작 용 시켜 7 = 7. 인 경 우 의 모든 77 < 71 ㅜ 27, 값 에 대한 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 


2) 다음 17 =27772- 1.00= 217 706-1> 상 태 는 1) 에 서 2-=27 726 _ 를 한번 


- 11 - 


작 용 시켜 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 구한 |72=27, ㅠ ..,172=7.. -1 

조 건 과 규격화 조 건 의 두 식 으 로부터 클 렘 시 - 고 단 의 두 미 지 계 수 들 (2 170100401\0 
60611101670[8) 을 구한다. 

3) 이때, 7 = 7. ㅡ 1 인 경 우 의 모든 77 < 7. ㅡ 1 경 우 에 대한 클 렘 시 - 고 단 계 수 들은 
/_=./, +./,_ 를 작 용 시켜 1) 단 계 에 서 와 동일한 방 법 으로 구한다. 

4) 다음 단 계 로 7 = 7 ㅠ ..-2 인 경 우 에는 |) = 7 .. ㅡ 2.07= 7... -2> 인 상 태 가 1) 


단 계 와 3) 단 계 에서 구한 이 ~ 상 태 와 
1 80020 2 장 데 에 모두 퀵 과 하므로 "이 주 … 칙 교 : 주 접 직 들 과 
1002.27 2 . 의 규격화 조 건 식 의 제: 조 컨 식 으로부터 의 경 수 에 나타나 
는 세 개의 클 렘 시 - 고 단 미 지 계 수 들을 구한다. 


5) 이 때 도 3) 단 계 에 서 와 마찬가지로 ) = 7, - ㅇ ? 인 경 우 의 모든 71 < /, ㅠ .- ㅇ 경 우 에 
대한 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 /_=,./, ㅜ +./,_ 를 작 용 시켜서 | 

6) 다음 단 계 로 7 = 7 .-83 인 경 우 의 모든 클 랩 시 - 고 단 계 수 들 도 4)-5) 단 계 에 서 와 마 
찬 가 지 방 법 으로 구 하 며 , 이러한 과 정 을 ) = |71 ㅜ )0| 의 경 우 까지 수 행 하면 우 리 는 모든 
클 랩 시 - 고 단 계 수 들을 알게 된다. 


참 고 로 여기서 홀수 단 계 에서 사 용 하는 내 림 연산자 적 용 의 경우 /_ 와 /,_ ㅜ +./。_ 를 각각 
전 체 표 현 과 개 별 표 현 에 작 용 시켜 구한다. 예컨대 1) 단 계 에서 7=27, 인 경우 아래와 같이 
전 체 표 현 을 클 렘 시 - 고 단 계 수 들을 써서 개 별 표 현 으로 나타낸 후 각각 작 용 시키면 된다. 


|210210060777> = 내 >< 2100 1021091 27122 10067 70 > 
70 


턴 
운 
을 
+ 


위에서 7... = 71 ㅜ 276 이고 | 으 003 이다. 그리고 짝수 단 계 에 서 의 직 교 조 건 식 의 개 
수 와 규격화 조 건 의 전체 개 수 는 … 그 단 계 에 서 클 렘 시 - 고 단 미 지 계 수 들의 개 수 와 일치 
한다. 예컨대 2) 단 계 에 서 직 교 조 건 식 과 규격화 조 건 식 은 각각 아래와 같다. 
2” = 0, 
이때 클 렘 시 - 고 단 계 수 들은 < =211002=92-412=91+22-19.0=01+722-1> 
와 0121 - 11908 2011 0.7 7127 000 = 717 724. 의. 8 캐 이므로, 우 리 는 
조 건 식 과 규격화 조 건 식 의 두 조 건 식 으로부터 두 개의 클 랩 시 - 고 단 미 지 계 수 들을 


직교 
할 수 있다. 이처럼 직 교 조 건 들 과 규격화 조 건 에 의한 조 건 식 의 전체 개 수 와 클 랩 시 - 고 단 
미 


지 계 수 들 의 개수 주 항상 + 같다. 이는 71 - ㅇ ,242-2 인 경 우 에 전체 7 값 과 772 값 에 대한 
시 = 때 0 이린 페트라 
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그 림 [8.4] 7; 8, 262 인 경 우 의 전체 7 값 과 772 값 사 이 의 관계 


림 [8.4] 에 서 ㅅ 는 7=271+277=5=27,. 에 속한 경 우 를, ㆍ 는 7=4 에 , 작은 는 
경 














41=38 에 , 디 는 7=?3 에 , 큰 (는 7=1=37,.. 에 속한 경 우 를 각각 나타낸다. 각 기 호 가 
시 작 되는 경 우 에 전체 72 값 은 각각 77=5 ㅁ , 177=4 , 177= 3 , 177 = 2 , 177=1 으로, 이는 
시 작 되는 기 호 가 갖는 7 값 과 동 일 하다. 예컨대 7=8( 작 은 (〉 ) 이 시 작 되는 77=8(  ) 
의 경우, 클 렘 시 - 고 단 계 수 의 개 수 는 3 이 며 , 이 경우 직교 조 건 식 은 7=5 와 7)=8, 27 =4 
와 7=83 의 두 개 이 며 , |) = 3,72=3 > 자 신 에 대한 규격화 조 건 식 이 있어 모두 3 개 의 조 
건 식 이 존 재 한다. 그러므로 우 리 는 클 렘 시 - 고 단 미 지 계수 3 개 를 모두 구할 수 있다. 다른 
경 우 도 클 렘 시 - 고 단 미 지 계 수 들의 개 수 와 조 건 식 의 개 수 가 일 치 함 을 곧 확인할 수 있다 


ㆍ 위 의 방 법 을 적용한 /, = 7, =1 인 경 우 의 클 랩 시 - 고 단 계 수 들의 계산 예 
여기서 우 리 는 |71.78;:7/7 >= 1777 > 과 |71.701)11 76 > = 10210 > 으로 전체 및 개별 각 운 
동량 표 시 를 간 소 화 하여 사 용 하겠다. 4, =, =1 인 경우 4, =9, 7. =1 이 므로 위 의 
방법 1) 단 계로 |/=2,71=2> 에 ,/ 를 적 용 하면 다 음 과 같다. 
/_ |) = 202 = 2 > = (22 _+ 2 _)|1021 = 1,022 = 1 > 
= 27117, = 0,222 = 1 >+ 72 21021, = 1.02, = 0 > 
그런데 /.|7= 201 = 8> = 72 |7=2,08=1> 가 되므로, 다음 결 과 를 얻는다. 


1 1 
09000 20 000 
이제 |] =2.07=1> 에 다시 ,/ 를 적 용 하면 다 음 과 같다. 


10 =2.07= 1 > = =0> 





/|7=2.022=1> = [2781 =-1.1012 = 1 > + ㅜ \ ㅠ 2811 = 0. = 0 > 


1 
2 
+\ ㅠ 2)141, = 0.01, = 0 > +\ ㅠ 27171 = 1.022 =-1>) 

그리고 /. |)=2,02= 1 > = 1 6＊|7=2,071= 0> 이므로 다음 관 계 를 얻는다. 


727 2,.702=0> = 77241 - - 1,.7726 = 1 > 그 17021 = 0, 726 = 0 > 수 17021 = 17726 = 1 > 
17 =2 0 0 1 1 + 즈 | 0 0> ㅜ + 는 | 1 1 


마찬가지로 / 를 |)=2,07=0> 에 적 용 하 면 
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16812=2.02= -1> 일 = =0_ +|11011 = 0.022 = -1> 


78 





+ 10141 = -1.022 = 0 > +21711 = 0,022 = - 1) 
이 되어, 다음 결 과 를 얻는다. 
170=2,.02= -1> = - 능 (101=-106=0>+101=006=-1> ) 
으로 / 를 |/=2.07= -1> 에 적 용 하 면 다음 관 계 를 얻는다. 
이 200 


이제 위 에 서 의 방법 2) 단 계 에 따라 직교 조 건 식 을 적 용 하 여 보자. 

먼저 |) =1,.0,7=1> 인 상 태 에 서는 |07/,= ㅋ 11078 =0> 와 |071 = 0,'7>=1> 의 두 상 태 가 

가 능 하 므로, 이 두 상 태 의 선 형 결 합 으로 아래와 같이 |) =1,.77=1> 을 표 현 하 자. 
120=1.407=1> = 01121 = 14022 = 0 > + 01011 = 0,722 = 1 > 

이의 규격화 조건식 <7=1.02=110=1.01=1> ㅋ 1 에서 0^+0”=1 의 관 계 가 만 족 되어 

야 한다. 

의 관 계 가 만 족 되 어야 하므로, 이 두 조 건 식 으로부터 클 렘 시 - 고 단 계수 0.0 는 


로 주 어 지 고, 우 리 는 이 로 부터 다 음 의 결 과 를 얻는다. 














편 , 직교 조건식 <7=2.07=110=1.071=1> =0 으로부터 


~ 











[원 
[ 웹 


= -8=- 늘 
72 


01029 늘 그 


2 
이제 7=?23 의 경 우 에 ./ 를 작 용 시켜 앞에서 한 과 정 을 7=1 의 경 우 에 다시 하면 다 음 의 
결 과 를 얻는다. 먼저 |/=1,77=1> 에 ,/ 를 작 용 시키면, 





(1021 = 11022 = 0 > - 1411 = 0, = 1 >) 





127212)=1.02=0> (142, =1.122 = -1 > - ㅡ 1011 = -1.012 = 1 >) 
ㆍ 1 제 

이 되어 10= 60000 8 = 001 = 00618 -106 ㅋ =1906=1>) 을 원 는다. 
다시 동일한 과 정 을 |7=1,07=0> 에 반 복 하 면 , 

00015 =- 승 (101 =000=-1>-11=-1002=0>) 
을 - 얻 는다, 
마 지 막 으 로 |7=0,0\71=0> 인 상 태 는 |71=1,171>= -1> 과 |011=0,17,=0> 그리고 
1271= 1706 = 1> 의 세 가지 상 태 가 가 능 하 므로, 이 상 태 들 의 선 형 결 합 으로 표 현 한 다. 
1790=0.12=0> = ㅇ 01011 =1.0712 = -1> + ㅜ 01711 = 0,1722 = 0 > +) 1171 = -1.1722 = 1 > 














그러면 규격화 조건 <7=0,11=0|17=0.1/7=0>=1 에서 6^+0?+7?=1 의 조 건 식 을 얻 
는다. 다 음 으로 우 리 는 두 개의 직교 조 건 식 을 가진다. 먼저 와 7=0 의 직교 조건식, 


이 











<71=2.1072=0|10=0,.7071=0> = 0 으로부터 구국 0+ =0 의 조 건 식 을 얻는다. 
6 > 





그리고 )=1 과 )=0 의 직교 조건식, <7=1.01=010=0,/1= 0 > = 0 으로부터 








< _-0 의 조 건 식 을 얻는다. 이 3 개 의 조 건 식 으로부터 클 랩 시 - 고 단 계 수 들을 모두 
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1 1 
06 = = , 0= - 
1 173 3 
이 로 부터 |) = 0,/1= 0 > 상 태 는 최 종 적 으로 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 


10=0,72=0> = - 승 (101= ㅋ 02215 -101=0.06=0> + 1111 = -1.4722 = 1 > ) 
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